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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ФИЛЬТРОВАНИЯ 
НА ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
Исследовано пленочное ламинарное течение вязкой жидкости по внутренней стенке прони-
цаемого цилиндра под воздействием закрученного газового потока. Получены точные автомо-
дельные решения для уравнений Навье – Стокса, описывающих рассматриваемые движения. При 
постоянной скорости оттока найдены составляющие скорости в пленке жидкости. Данные зависи-
мости позволяют определить объемный расход жидкой фазы на единицу периметра, толщину 
пленки и ее давление на проницаемую поверхность, скорость оттока жидкой фазы. Приведены 
расчетные зависимости для определения скорости оттока жидкости в зависимости от свойств про-
ницаемой поверхности и перепада давления на ней. Математическое моделирование рассмотрен-
ных процессов позволяет найти оптимальные соотношения между геометрическими и режимными 
параметрами, значительно повысить  интенсивность и эффективность процессов разделения.  
Studied film laminar flow of viscous fluid on the inner wall of a permeable cylinder under the in-
fluence of swirling gas flow. We obtain exact self-similar solutions for the equations of Navier – Stokes 
equations describing the motion under consideration. At a constant rate of outflow velocity components 
are found in the liquid film. These dependences allow us to determine the volume flow of the liquid 
phase per unit perimeter, the thickness of the film and its pressure on the porous surface, the rate of out-
flow of the liquid phase. Shows the calculated to determine the rate of outflow of fluid, depending on 
the properties of the porous surface and the pressure drop across it. Mathematical simulation of these 
processes allows us to find the optimal ratio between the geometric and regime-eters significantly in-
crease the intensity and efficiency of separation processes. 
Введение. Гидродинамика пленочного тече-
ния на проницаемых поверхностях имеет суще-
ственное значение для процессов фильтрования 
суспензий, отвода жидкой фазы в процессе се-
парации газожидкостных потоков, при тепло-
массообмене. В этих случаях пленочное течение 
осуществляется на проницаемых поверхностях. 
Отсос используется также для управления 
пограничным слоем и воздействия на устойчи-
вость ламинарного режима движения [1, 2]. 
Воздействия газового потока на пленку 
жидкости передаются посредством сил трения, 
возникающих на границе взаимодействия фаз. 
Касательные напряжения на стенке трубы 
диаметром 2D R=  определяются гидродина-








τ = .                        (1) 
При степенном распределении осевой ско-
рости газового потока с показателем 1/7 коэф-
фициент трения для гладких труб вычисляется 
по формуле Блазиуса [1] 
 0,250 0,3164 Re ,λ =  (2) 





При наличии пленочного течения на внут-
ренней поверхности трубы волновая поверх-
ность рассматривается как нерегулярная шеро-
ховатость стенок канала. Обобщением экспе-
риментальных данных в этом случае для коэф-
фициента трения на границе раздела фаз полу-




δ⎛ ⎞λ = λ +⎜ ⎟⎝ ⎠                       (3) 
Для определения тензора касательных на-
пряжений в исследуемых диапазонах измене-
ния скорости газового потока могут быть ис-
пользованы рассмотренные ранее зависимости, 












τ = +⎜ ⎟⎝ ⎠             (4) 
Касательная составляющая зависит от угла 
закрутки потока и при этом будет равна 
tg( )z kϕτ = τ β .                         (5) 
Установившееся пленочное течение харак-
теризуется равновесием сил тяжести и возни-
кающих сил трения. 
Теоретически исследуются только авто- 
модельные течения с постоянным отсосом или 
вдувом по всей поверхности. 
Скорость оттока сплошной среды определя-
ется свойствами проницаемой поверхности  
и перепадом давления на ней [5, 6]. При турбу-
лентном режиме движения среды через отвер-
стия в стенке на основании уравнения Бернул-
ли получаем квадратичный закон: 










ρρ + ξ − .           (6) 
Для потоков, не имеющих относительной 
продольной скорости, коэффициент расхода γ  
зависит только от свойств проницаемой по-
верхности. Идельчиком И. Е. [7] при обработке 
экспериментальных данных получена формула 
зависимости коэффициента расхода γ  от отно-
сительной площади f  отверстий: 
 ( )22 20,707 1 1 /f f f−γ = − + + . (7) 
Для исследования процессов разделения 
многофазных потоков необходимо математиче-
ское моделирование движения закрученного 
газового потока и пленочного течения жидко-
сти с учетом взаимодействия фаз как внутри 
непроницаемого цилиндра, так и при оттоке 
жидкой фазы на проницаемых поверхностях. 
Экспериментальные исследования более 
полно характеризуют происходящие процессы, 
но они не всегда позволяют выделить и про-
анализировать доминирующие факторы. 
Гидродинамика данного процесса в значи-
тельной степени зависит от оттока жидкой фазы. 
В настоящее время практически не имеется аде-
кватной модели и метода расчета процесса раз-
деления фаз при пленочном течении суспензии. 
Наиболее полными и достоверными данные 
и расчеты будут при сочетании эксперимен-
тальных и теоретических методов анализа ис-
следуемых процессов. 
Математическая модель. Рассмотрим ус-
тановившееся осесимметричное течение вязкой 
несжимаемой жидкости по внутренней стенке 
проницаемого цилиндра под воздействием за-
крученного газового потока (рис. 1). Ось z ци-
линдрической системы координат направим 
вниз по оси цилиндров. 
Скорость оттока жидкой фазы 0U  на неко-
тором элементарном цилиндре длиной zΔ  бу-
дем считать постоянной. Объемный расход не-
сжимаемой жидкости через цилиндрические 
поверхности равной длины будет одинаков: 
02 2rrU z RU zπ Δ = π Δ . Отсюда находим радиаль-




Тогда из уравнения неразрывности  















. С учетом осесимметричности  
0U∂ ≡
∂ϕ
 уравнения Навье – Стокса для состав-
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Рис. 1. Схема двухфазного  
пленочного течения на проницаемой  
цилиндрической поверхности 
 
В результате получаем систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. Это означа-
ет, что решение ( )U U r=  будет автомодельным. 
Выполним переход к безразмерной координате 
/r r R=? , обозначим 0U Rα =
ν
 и получим: 
 ( )2 22 1z zd U dU g Rdr r dr
α − ρ − ψ
− = −
μ? ? ? ; (9) 
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Для граничных условий используем значе-
ния составляющих скорости жидкости на ци-
линдрической поверхности и компонентов тен-













τ = −μ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
      (12) 
на границе раздела фаз. 
Частные решения уравнений (9–11) ищем в 
виде kr  и получаем общие решения: 
 ( )
2
1 2 2 1z
gU c c r rα ρ − ψ= + +
μ α −





ϕ = + ?? . (14) 
За граничные условия принимаем условие 
прилипания на стенке и равенство касательных 
напряжений (12)  на границе раздела фаз:  
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τ = −μ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ??? ?
. (16) 
Из условия равновесия сил, действующих 
на газовый поток: 
 ( ) ( )2 2 ,zR P R l′π − δ Δ = π − δ τ? ?  
получим 





′τ τΔψ = = = −
− δ − δ? ?
. 
Учитывая граничные условия (15, 16), полу-
чаем распределение скорости в пленке жидкости: 
( )( ) ( )( )
2
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= + ×⎢ ⎥μ α − − δ μα α − − δ⎢ ⎥⎣ ⎦? ?
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μα α −⎢ ⎥μ α − − δ⎣ ⎦













τ − δ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎝ ⎠μα − δ + μ
?
??? .      (18) 
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= + ×⎢ ⎥μ α − − δ μα α − − δ⎢ ⎥⎣ ⎦? ?
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2 2
α+⎡ ⎤
− − δ − − δ⎢ ⎥× − −⎢ ⎥α +⎢ ⎥⎣ ⎦
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μ α −⎢ ⎥μ α − − δ⎣ ⎦?
 
 
( ) ( )2 41 1 1 1
2 4
⎡ ⎤
− − δ − − δ⎢ ⎥× −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
? ?
. (19) 
Изменение данного объемного расхода по 




= − . 
Разложение правой части в ряд до четвер-
той степени включительно имеет вид  
2 2 2 4
32 3( 1) ...
2 3! 4!
z Rq
⎡ ⎤τ δ α α + δ
= + δ + + +⎢ ⎥μ ⎣ ⎦
? ??  
3 3
42 3 8 ...
3! 4!
gR ⎛ ⎞ρ δ α −
+ + δ + =⎜ ⎟μ ⎝ ⎠
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= + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟μ ν ν⎝ ⎠⎣ ⎦
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⎡ ⎤δρ δ δ⎛ ⎞
+ + − +⎜ ⎟⎢ ⎥μ ν⎝ ⎠⎣ ⎦ .      (20) 
Данное разложение показывает, что из- 
менение гидродинамических характеристик 
вследствие оттока жидкой фазы происходит, 
когда безразмерный комплекс Рейнольдса 0U δ
ν
 
соизмерим с единицей. 
Исследуем пленочное течение воды в про-
ницаемом цилиндре диаметром 0,15 м под воз-
действием газового потока со средней расход-
ной скоростью 15 м/с с углом закрутки в 45°. 
Расход жидкой фазы примем равной 0,5 м3/ч,  
а скорость оттока – 0,001 м/с. В данном случае 
из уравнения (20) получена толщина пленки  
1,1 мм, а на рис. 1, 2 представлены графики со-
ставляющих скорости. 
Графические зависимости выявляют не-
ожиданный факт, что распределение скоростей 
в пленке жидкости на проницаемой поверхно-
сти является линейным. 
Среднее значение тангенциальной состав-
ляющей скорости пленки и перепад давления в 
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Δ = ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∫? ? . (22) 
 



























Рис. 2. Осевая составляющая скорости  
в пленке жидкости 
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Рис. 3. Касательная составляющая скорости  
в пленке жидкости 
 
Вывод. Создание моделей процессов разде-
ления, происходящих в конструируемых аппара-
тах, является важной и достаточно сложной за-
дачей. Математическое описание позволяет вы-
полнить расчет основных характеристик, иссле-
довать влияние на процесс различных факторов, 
сочетать теоретические и экспериментальные 
методы исследования, определить оптимальные 
конструкционные и технологические параметры. 
Применение математического аппарата позволя-
ет производить достаточно сложные расчеты. 
Полученная математическая модель позво-
ляет определять гидродинамические характери-
стики пленочного течения под воздействием 
закрученного газового потока с учетом оттока 
жидкой фазы и учитывать их при исследовании 
процессов фильтрования. 
Математическое моделирование рассмотрен-
ных процессов позволяет найти оптимальные со-
отношения между геометрическими и режимными 
параметрами, значительно повысить интенсив-
ность и эффективность процессов разделения. 
Основные обозначения. Г – газ; d  – диффе-
ренциал; D  – диаметр цилиндра, м; f  – относи-
тельная площадь отверстий проницаемой по-
верхности; k  – коэффициент; l – длина цилинд-
ра, м; PΔ – перепад давления, Па; q  – удельный 
объемный расход, м3/(м·с); R  – радиус, м; r?  =    
= /r R  – безразмерная радиальная координата; 
Re  – число Рейнольдса; , ,z rU U Uϕ   – танген-
циальная, осевая и радиальная составляющие 
скорости жидкости, м/с; , ,z rW W Wϕ  – тангенци-
альная, осевая и радиальная составляющие ско-
рости газового или жидкостного потока, м/с; 
,zW U   – средняя скорость газа, жидкости, м/с; 
0U  – скорость оттока (притока) газа, жидкости 
через проницаемую поверхность, м/с; , ,x y z  – 
прямоугольная система координат; β  – угол; δ  – 
толщина пленки, м; δ?  = / Rδ  – безразмерная 
толщина пленки жидкости; π  = 3,14159, отноше-
ние длины окружности к диаметру;  γ  – коэффи-
циент расхода; λ  – коэффициент трения; μ  – 
коэффициент динамической вязкости газа, несу-
щей среды, суспензии, Н⋅с/м2; ν  – коэффициент 
кинематической вязкости, м2/с; ξ  – коэффициент 
сопротивления; ρ  – плотность, кг/м3; τ  – каса-
тельные напряжения, Н/м2; , ,r zϕ  – цилиндриче-
ская система координат; ρ  – плотность, кг/м3;  
ψ  – перепад давления по длине трубы; 
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